
۱ پیشرفتە ی کلان اقتصاد تمرین های پاسخ

نخست ســری یوسفͬ کوثر دکتر استاد:
۱۴۰۱ – ۱۴۰۲ اول نیم سال اقتصاد دانشـــــͺـدە ی

پیش نهادی! پاسخ نامە ی تـهـران دانشـــــͽاه

قرار قدردانͬ مورد جزيی چه و کلͬ چه اشتباە ها بیان نیست! ایراد و اشͺال از عاری هیچ عنوان به پاسخ نامه این توضیح:
باشید. ارتباط در s.alaamati@sharif.edu رایانامە ی آدرس با منظور بدین گرفت. خواهد

زیر مطلوبیت تابع توجه با را خود ترجیحات عوامل آن در که بͽیرید نظر در را ایستا۱ اقتصادی .۱ سوال

u(c, ℓ) = αc ln c+ αℓ ln ℓ

بە صورت را تولید تکنولوژی تابع ͬ گزینند. برم استراحت و مصرف روی به

y = z(۱− ℓ)β, β > ۰

دهید. پاسخ زیر سوالات به و گرفته نظر در را

روابط برقراری برای αℓ > ۰ و αc > ۰ شرط دهید نشان نخست آ)
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هستند. کافͬ و لازم

کنید. حل بهینه تخصیص های کردن پیدا برای آن را و نوشته اقتصاد این برای را اجتماعͬ برنامە ریز مسالە ی ب)

دهد، اختصاص c خصوصͬ کالای بجای عمومͬ کالای ͷی به را تولید از g اندازە ی به بخواهد مرکزی برنامە ریز اگر ج)
کنید. حل شده عنوان تخصیص برای و بیان دوباره را اجتماعͬ برنامە ریز مسالە ی

داشت. خواهد (ج) و (ب) حالت دو هر در بهینه تخصیص های روی تاثیری چه β افزایش کنید تحلیل د)

مساله مفروضات با است، فراغت اوقات یا و استراحت میزان تمرین این در ℓ از منظور که ͬ کنیم م تصریح دوباره .۱ پاسخ
ͬ پردازیم. م آن مختلف بخش های حل به

چهار برقرار و ͬ شود، م نتیجه (۱) شدە ی داده شرط چهار از مطلوبیت تابع در ضرایب بودن مثبت که دهیم نشان باید آ)
که: داریم ͬ کنند. م صدق αℓ > ۰ و αc > ۰ شرایط در ضرایب که ͬ کند م ایجاب بالا
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با این رو از است، نامنفͬ عددی فراغت اوقات یا و استراحت به اختصاص میزان و مصرف میزان که است روشن اما
داریم: (۱) رابطە ی از نخست فرض دو از استفاده

αc

c
> ۰,

αℓ

ℓ
> ۰ ⇒ αc > ۰ و αℓ > ۰

ͬ شود. م حل (آ) سوال قسمت دو از ͬͺی این ترتیب به

به اختصاص میزان و مصرف میزان که حقیقت این از بهرە گیری با است، سرراست نیز دوم قسمت دادن نشان
داریم: است، نامنفͬ عددی فراغت اوقات یا و استراحت

c > ۰, ℓ > ۰ αc > ۰, αℓ > ۰ ⇒
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شد. داده نشان نیز (آ) سوال دوم قسمت و

از است، اقتصاد این در اجتماعͬ برنامە ریز اصلͬ مسالە ی مرکزی برنامە ریزی توسط عوامل مطلوبیت بیشینە کردن ب)
کرد: بیان زیر صورت به ͬ توان م را مساله این ریاضͬ زبان به }این رو

max
c,ℓ

(αc ln c+ αℓ ln ℓ)

قیود c ≤ y

بە صورت را c ≤ y نابرابری ͬ توانیم م نیست، مطرح اقتصادی چنین در تولید دورریز یا و منابع اتلاف که آن جایی از
بە دست برای ابتکاری یا و خلاقانه روش های معمولا˟ کنیم. حل را بیشینە یابی مسالە ی و گرفته نظر در c = y برابری
ولͬ است، کارگر نیز نخست مرتبە ی شرایط آوردن بە دست و لاگرانژ تابع تعریف بە جای بهینه تخصیص های آوردن
بە گونە ی را لاگرانژ تابع برد. خواهیم پیش را مساله حل روش این از کان⁃تاکر قضیە ی روی تسلط به نیاز دلیل به

ͬ کنیم: م تعریف زیر

L(c, ℓ, λ) = αc ln c+ αℓ ln ℓ− λ(c− y)
= αc ln c+ αℓ ln ℓ− λ

(
c− z(۱− ℓ)β

)
داریم ͬ شود، م یاد نیز FOC به آن از که است نخست مرتبە ی شرایط یافتن گام نخستین لاگرانژ، تابع تعریف از پس

که:

FOC:
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حاصل رابطە ای نخست مرتبە ی شرایط معادلات از نخست تساوی دو طرفین تقسیم از که است چنین سنت معمولا˟
یاد اویلر معادلە ی به آن از و ͬ دهد م نشان را استراحت اوقات و مصرف بهینە ی تخصیص های نسبت که ͬ شود م

داریم: مساله این در است. λ ضریب حذف کار این دلیل ͬ شود. م
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c
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=
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نیاز آن به مطلوبیت بیشینە سازی برای اجتماعͬ برنامە ریز که خانوار بودجه قید بدیهͬ شرط همان نیز آخر معادلە ی از
ͬ شود: م تحویل زیر دستگاه به (۲) معادلات دستگاه این رو از ͬ شود. م نتیجه دارد

c =
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ͬ شود: م نتیجه بی درنگ آن از و
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که آن است از حاکͬ ،z پارامتر بودن غیرصفر سرانجام و

ℓ =
۱
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=
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ͬ آید: م بە دست زیر بە صورت نیز c بهینە ی مقدار و

c = z(۱− ℓ)β

= z(۱− αℓ

αcβ + αℓ

)β

= z

(
αcβ
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نداریم؟ گوشە ای پاسخ  اقتصاد این در چرا توجه:

باید تولید از مقداری که تفاوت این با است، پیشین حالت مشابه نیز حالت این در اجتماعͬ برنامە ریز مسالە ی حل ج)
برقرار c ≤ y − g رابطە ی باید که صورت بدین کند، نمونه خانوار به عمومͬ کالای اختصاص و ایجاد صرف
برنامە ریز مسالە ی ریاضͬ بیان این رو از و ندارد وجود تولیدی منابع اتلاف اقتصاد این در ͬ کنیم م تاکید دوباره باشد.

بود: خواهد زیر بە صورت }اجتماعͬ
max
c,ℓ

(αc ln c+ αℓ ln ℓ)

قیود c ≤ y − g

تخصیص های نخست،  مرتبە ی شرایط از ناشͬ معادلات حل با ͬ کنیم م سعͬ و کرده تعریف را لاگرانژ تابع دوباره
بیابیم. را بهینە 

L(c, ℓ, λ) = αc ln c+ αℓ ln ℓ− λ(c− y + g)
= αc ln c+ αℓ ln ℓ− λ

(
c+ g − z(۱− ℓ)β

)
۳



که: داریم

FOC:
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ͬ رسیم: م زیر معادلە ی به و کرده تقسیم برهم را نخست معادلە ی دو (ب)، قسمت مشابه

αc

αℓ

· ℓ
c
=

۱
βz(۱− ℓ)β−۱

ͬ شود: م تحویل زیر دستگاه به (۳) معادلات دستگاه بنابراین
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داریم: سادە سازی از پس و
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ضمنͬ بە صورت نهایی معادلە ی این رو از نیست. میسر بالا معادلە ی پارامتری حل امͺان است مشخص که همان گونه
بالا تساوی طرفین ضرب با کنیم، سادە  بیشتر را ضمنͬ رابطە ی این داریم نیاز (د) بخش به پاسخ برای ͬ شود. م بیان

داریم: ۱+ ℓ در
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تخصیص برای نمونە ، عنوان به بͽیریم. مشتق β به نسبت بهینه تخصیص توابع از است کافͬ سوال این به پاسخ برای د)
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شد. خواهد نمونه خانوار در کار میزان کاهش به منجر β افزایش که است آن از حاکͬ این

ͬ پردازیم. م β تغییر به نسبت بهنیە ی تخصیص رفتار بررسͬ به حال
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تابع رفتار بررسͬ این رو از است، یͺنواخت صعودی تابع طبیعͬ لͽاریتم تابع چون

c′(β) = zβ ln

(
αcβ

αcβ + αℓ

)
داریم: مشتق گیری با کنیم. نظر اظهار مصرف روی β تغییر تاثیر پیرامون تا ͬ کند م کفایت
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باشد. کاهشͬ یا و افزایشͬ مصرف میزان است ممͺن β مقدار به بسته ͬ دهد م نشان بالا رابطە ی

β به نسبت نظر مورد رابطە ی طرفین از (۴) رابطە ی از استراحت و مصرف اندازە ی تغییرات پیرامون بحث برای
این صورت در ͬ کنیم، م مشتق گیری
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ندارد. وجود β تغییر به توجه با استراحت و مصرف تغییر میزان پیرامون نظر اظهار امͺان رابطه، این به توجه با
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خطͬ الͽوی از او مطلوبیت تابع بیاورید. خاطر به را نارگیل با محصولͬ تک بستە ی اقتصاد و رابینسون .۲ سوال

u(c, ℓ) = c+ βℓ, β > ۰

تهیە ی و یافتن برای را بقیە  و استراحت صرف را روز از زمان واحد ℓ اگر که آموخته او به جزیرە  در تنها زندگͬ ͬ کند. م پیروی
در باید و نیست نگە داری قابل جزیره در غذا این آورد. دست به مصرفͬ غذای واحد (۱ − ℓ)α میزان به ͬ تواند م کند غذا

دهید. پاسخ زیر سوالات به مفروضات این با شود. مصرف آمده بە دست که روزی

غذای مصرف میزان سپس کنید. پیدا را او بهینە ی کارکرد میزان و نوشته ریاضͬ زبان به را رابینسون روز هر مسالە ی آ)
ͬ ماند. نم باقͬ اضافͬ غذای چرا که کنید استدلال و یافته را وی بهینە ی

منجر که بهینە ای تعادل آیا که کنید استدلال دارد! را غذا مصرف بدون حیات امͺان رابینسون که کنید فرض چنین ب)
مطلوبیت بیشینە ی مسالە ی حل با را تعادلͬ چنین وجود عدم یا وجود خیر. یا دارد وجود باشد وی کردن کار عدم به

دهید. نشان

بیان ضمن باشد.
(

۲β
α

) α
۱−α مقدار حیات ادامە ی برای رابینسون برای روز هر در غذا مصرف کمینە ی کنید فرض ج)

آورید. بە دست را او کار بهنیە ی مقدار رابینسون، مسالە ی دوبارە ی

کنید. تحلیل رابینسون بهینە ی تخصیص های میزان بر را β پارامتر روی مثبت تغییرات تاثیر د)

ͬ کنیم م تصریح دوباره و است، y = (۱− ℓ)α بە صورت این جا در تولید تابع که است روشن مساله گفتە های از .۲ پاسخ
خطͬ به توجه با است گفتنͬ ͬ پردازیم. م مساله مختلف بخش های حل به است. استراحت میزان ℓ از منظور مساله این در

است. محتمل گوشە ای پاسخ وجود خطͬ،  تابع این ضرایب بودن مثبت نیز و مطلوبیت تابع بودن

را خود مطلوبیت تا ͬ کند م تلاش نخست گام در تولیدی بنگاه ͷی هم چنین و نمونه خانوار ͷی عنوان به رابینسون آ)
بی معنͬ تولیدی منابع اتلاف مساله گفتە های طبق داریم، سروکار ایستا اقتصاد ͷی با که آن جایی از کند. بیشینه
بە صورت اینجا در که بهینە یابی مسالە ی قید پس ͬ کند،  م مصرف را کرده تولید آن چه هر رابینسون این رو از است،
بە صورت مطلوبیت بیشینە سازی مسالە ی این صورت در کنید. بیان c = y تساوی صورت به ͬ توانیم م را است c ≤ y

بود: خواهد }زیر
max
c, ℓ

(c+ βℓ)

قیود c ≤ y

ͬ شود م تعریف زیر بە صورت لاگرانژ تابع بە روشنͬ

L(c, ℓ, λ) = c+ βℓ− λ(c− y)
= c+ βℓ− λ

(
c− (۱− ℓ)α

)
ͬ کنیم م بیان را بالا لاگرانژ تابع از ناشͬ نخست مرتبە ی شرایط حال

FOC:



∂L
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∂L
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= −c+ (۱− ℓ)α = ۰
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داریم و بوده، ساده (۵) دستگاه از ناشͬ معادلات حل

λ = ۱, ⇒ ۱− ℓ︸ ︷︷ ︸
کار میزان

=

(
β

α

) ۱
α−۱

, ⇒ c = (۱− ℓ)α =

(
β

α

) α
α−۱

y = (۱−ℓ)α برابر وی تولید میزان این صورت در است، c∗ =
(

β
α

) α
α−۱ برابر رابینسون مصرف میزان که آن جایی از

بدون بیشینە یابی مسالە های حل وجود این با کردە ایم، فرض پیشتر را نتیجه این البته .c = y نتیجه در و بود، خواهد
است. ممͺن نیز قیود در اکید تساوی برقراری

به دوباره باید ͬ افزاید. م رابینسون مطلوبیت بیشینە یابی مسالە ی به را c = ۰ قیدِ واقع در غذا مصرف بدون حیات ب)
باشیم. وی برای بهینه تخصیص های دنبال

max
c, ℓ

(c+ βℓ)

قیود c ≤ y
c = ۰

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را لاگرانژ تابع مساله، در قید دو وجود به توجه با این صورت در

L(c, ℓ, λ۱, λ۲) = c+ βℓ− λ۱
(
c− (۱− ℓ)α

)
− λ۲c

ͬ کنیم. م حل آن را از حاصل معادلات و یافته، را نخست مرتبە ی شرایط دوباره حال

FOC:



∂L
∂c

= ۱− λ۱ − λ۲ = ۰

∂L
∂ℓ

= β − λ۱α(۱− ℓ)α−۱ = ۰

∂L
∂λ۱

= −c+ (۱− ℓ)α = ۰

∂L
∂λ۲

= −c = ۰

(۶)

شوند۲، اعمال دستگاه در شده داده قیود آنکه برای است. ℓ = ۱ و c = ۰ برقراری است مسلم (۶) دستگاه از آنچه
به منجر که است تعادل ͷی این این رو، از است. برقرار شرایطͬ چنین که باشند، صفر غیر λ۲ و λ۱ ضرایب بایستͬ

ͬ شود. م رابینسون کردن کار عدم

c ≥
(

۲β
α

) α
۱−α بە صورت ریاضͬ زبان به قید این است. شده تحمیل مساله به دیͽری قید (ب)، قسمت مسالە ی مشابه ج)

است: نمایش قابل صورت بە این رابینسون بهینە یابی مسالە ی ͬ شود. م بیان
max
c, ℓ

(c+ βℓ)

قیود
c ≤ y

c ≥
(

۲β
α

) α
۱−α

2Bind

۷



زیر بە صورت مساله از بخش این برای لاگرانژ تابع کنیم. حل دوباره را بیشینە یابی مسالە ی قید این اعمال با باید
ͬ شود: م تعریف

L(c, ℓ, λ۱, λ۲) = c+ βℓ− λ۱
(
c− (۱− ℓ)α

)
− λ۲

((
۲β
α

) α
۱−α

− c

)

ͬ کنیم. م آن حل در سعͬ و یافته را نخست مرتبە ی شرایط معادلات دستگاه دوبارە ی حال

FOC:



∂L
∂c

= ۱− λ۱ − λ۲ = ۰

∂L
∂ℓ

= β − λ۱α(۱− ℓ)α−۱ = ۰

∂L
∂λ۱

= −c+ (۱− ℓ)α = ۰

∂L
∂λ۲

= −
(
۲β
α

) α
۱−α

+ c = ۰

(۷)

دستگاه انتهایی معادلە ی دو از اینجا در باشید!  داشته FOC از ناشͬ معادلات دستگاه به نگاهͬ همیشه حل از پیش
که داریم زیرا بیابیم. را ℓ مقدار ͬ توانیم م (۷)

c = (۱− ℓ)α, c =

(
۲β
α

) α
۱−α

, ⇒ (۱− ℓ)α =

(
۲β
α

) α
۱−α

سرانجام و

۱− ℓ︸ ︷︷ ︸
کار میزان

=

(
۲β
α

) ۱
۱−α

بهینە یابی مسالە ی در دوم قید که معنͬ بدین باشد، λ۲ = ۰ ضریب اگر دارد! نیز گوشە ای پاسخ مساله این البته
که کرد پیدا را بهینه تخصیص مقادیر (۷) دستگاه معادلە ی سه طریق از باید صرفاً این صورت در ͬ شود، نم اعمال

بود. خواهد (آ) قسمت همان

یافتیم: زیر بە گونە ی را مصرف مقدار (آ) قسمت در بیابیم. را استراحت و مصرف روی β پارامتر تغییرات تاثیر باید د)

c(β) =

(
β

α

) α
α−۱

, c′(β) =
۱

α− ۱

(
β

α

) ۱
α−۱

افزایش نیز مصرف میزان β مقدار افزایش با که آن است از حاکͬ α > ۱ شرط که است معنͬ بدین بالا رابطە ی
است. برقرار شرطͬ چنین نیز کار میزان برای یافت. خواهد

۸



بە صورت را رابینسون مطلوبیت تابع .۳ سوال

U(c, ℓ) = cβℓ۱−β, ۰ < β < ۱

دهید. پاسخ زیر سوالات به و بͽیرید نظر در

ͬ کند. م صدق زیر شرایط در مطلوبیت تابع دهید نشان نخست آ)

∂U

∂c
> ۰,

∂U

∂ℓ
> ۰,

∂۲U

∂c۲
< ۰,

∂۲U

∂ℓ۲
< ۰,

∂۲U

∂c۲
∂۲U

∂ℓ۲
−

(
∂۲U

∂c ∂ℓ

)۲

> ۰

ریاضͬ، زبان به رابینسون مسالە ی بیان از پس باشد، y = A(۱ − ℓ)α تابع با رابینسون تولید تکنولوژی اگر ب)
آورید. بە دست شده عنوان پارامترهای حسب بر را او استراحت و کارکرد میزان بهینە ی تخصیص های

ͬ کند، م نگاشت ۳ مسالە ی مطلوبیت تابع به را ۱ مسالە ی مطلوبیت تابع که دارد وجود Γ هموار۳ تبدیل ͷی دهید نشان ج)
که معنͬ بدین

Γ(u) = U

،Γ(u۱) = u۲ ویژگͬ با Γ هموار نگاشت وجود با u۲ و u۱ مطلوبیت تابع دو بهینە ی تخصیص های دهید نشان (∗) د)
ͬ باشند. م برابر همیشه

حفظ را بهینه تخصیص نقاط یͺنواخت و هموار نگاشت های تحت مطلوبیت توابع که ͬ دهیم م نشان مساله این در .۴ سوال
است. رابینسون استراحت میزان نشانگر ℓ متغییر مساله این در دوباره ͬ کنند. م

،۰ < β < ۱ ویژگͬ از استفاده و استراحت و مصرف متغیرهای به نسبت مطلوبیت تابع از جزيی مشتق گیری با آ)
که: داریم

∂U

∂c
= βcβ−۱ℓ۱−β > ۰

∂U

∂ℓ
= (۱− β)cβℓ−β > ۰

∂۲U

∂c۲
= β(β − ۱)︸ ︷︷ ︸

< ۰

cβ−۲ℓ۱−β < ۰

∂۲U

∂ℓ۲
= −β(۱− β)︸ ︷︷ ︸

< ۰

cβℓ−β−۱ < ۰

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را سوال آخر بخش حال

∂۲U

∂c۲
∂۲U

∂ℓ۲
−

(
∂۲U

∂c ∂ℓ

)۲

= β(β − ۱)cβ−۲ℓ۱−β × (−β(۱− β))cβℓ−β−۱ −
(
β(۱− β)cβ−۱ℓ−β

)۲
= β۲(۱− β)۲

(
c۲β−۲ℓ−۲β − c۲β−۲ℓ−۲β

)
= ۰

3Smooth function

۹



شده داده y = A(۱− ℓ)α بە صورت تولید تابع اینجا در کند، بیشینه را خود مطلوبیت تا دارد قصد همواره رابینسون ب)
است: بیان قابل زیر بە گونە ی ریاضͬ زبان به مطلوبیت بهینە یابی مسالە ی این صورت در }است،

max
c, ℓ

cβℓ۱−β

قیود c ≤ y

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را لاگرانژ تابع

L(c, ℓ, λ) = cβℓ۱−β − λ
(
c− A(۱− ℓ)α

)
ͬ یابیم: م را مشهورند نخست مرتبە ی شرایط با که L تابع از نخست مرتبە ی جزيی مشتق های حال

FOC:



∂L
∂c

= βcβ−۱ℓ۱−β − λ = ۰

∂L
∂ℓ

= (۱− β)cβℓ−β − Aλα(۱− ℓ)α−۱ = ۰

∂L
∂λ۱

= −c+ A(۱− ℓ)α = ۰

(۸)

داریم (۸) دستگاه از نخست معادلە ی دو تقسیم با

β

۱− β
· ℓ
c
=

۱
Aα(۱− ℓ)α−۱

ͬ شود: م نتیجه (۸) دستگاه از سوم معادلە ی از استفاده با حال

β

۱− β
· ℓ
c
=

۱− ℓ

Aα(۱− ℓ)α
=

۱− ℓ

αc

داریم: ،c ̸= ۰ فرض با سرانجام و
β

۱− β
· ℓ = ۱− ℓ

α

ͬ شود: م حاصل زیر بە صورت استراحت مقدار بالا، معادلە ی حل از

ℓ =
۱− β

αβ − β + ۱

آورد: بە دست ͬ توان م نیز را بهینه مصرف میزان جایͽذاری با

c = A(۱− ℓ)α = A

(
αβ

αβ − β + ۱

)α

داشت: خواهیم نتیجه در کنید، تعریف Γ(u) = ln u صورت به را Γ تابع بە سادگͬ ج)

Γ(u) = β ln c+ (۱− β) ln ℓ

ͬ رساند. م اثبات به را حͺم مثبت اند مساله فرض به توجه با دو هر که αℓ = ۱− β و αc = β تعریف حال

مطلوبیت تابع از بحرانͬ نقطە ی ͷی u۱ مطلوبیت تابع از بحرانͬ نقطە ی هر و است، صعودی همواره هموار نگاشت د)
ͬ کند. م ثابت را حͺم گفته این برعکس. و است u۲

۱۰


